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Аннотация 

Рассматривается  математическая модель нелинейного шарикоподшипника с  пятью степенями 

свободы, используемая в динамическом анализе сложных роторных систем, и результаты ее применения.  

Модель построена на базе теории Герца. В пятистепенной модели шарикоподшипника учитываются зазор в 

подшипнике, количество тел качения в зоне нагружения, контактная жесткость, а так же осевая сила, 

действующая на подшипник,  угол контакта. Представлены результаты статического и динамического 

анализа точечного ротора с нелинейным подшипником. Показано существенное влияние на жесткостные 

характеристики подшипника осевой силы, действующей на подшипник, и неуравновешенной силы ротора. 
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Введение 

При анализе линейных роторных систем с 

подшипниками качения наиболее часто 

используется приближенная оценка жесткостных и 

демпфирующих свойств этих подшипников. Как 

правило, недостаток такого подхода в том, что в 

реальности жесткость подшипника существенным 

образом зависит от нагружения его действующими 

в роторной системе силами, т.е. режимов работы, 

от геометрии и величины зазоров в подшипнике,  

от величины посадок внутреннего и внешнего 

кольца в роторе  и статоре и т.д. 

Например, простейшие оценки показывают, 

что зазор в подшипнике снижает жесткость опоры, 

а, следовательно, и резонансные частоты [1].  Эти 

же результаты показываются и  в работе  [2], в 

которой  исследуется нестационарное  

динамическое поведение  ротора, установленного 

на шариковых подшипниках с внутренним зазором.  

Игнорирование всех этих факторов  

ухудшает результаты как количественные, так и 

качественные при анализе роторных систем [3]. В 

частности, если оценка основной роторной 

гармоники по частоте и амплитуде  может быть 

проведена с точностью, устраивающей 

конструкторов вращающихся машин, то 

качественный и количественный анализ роторной 

системы по другим составляющим компонентам 

вибрационного сигнала невозможен. Задача может 

быть полноценно решена только в нестационарной 

постановке с учетом нелинейности жесткостных 

характеристик подшипников качения [4], [5]. 

Модели подшипников, учитывающие 

факторы, приводящие к нелинейности, различают 

по сложности и в первую очередь по нагрузкам, 

которые они учитывают. 

Наиболее распространены модели, имеющие 

две степени свободы в радиальных направлениях, 

которые позволяют  уже существенно улучшить 

результаты анализа роторных систем. 

Такие модели, как правило, построены на 

контактной теории Герца, связывающей 

радиальные нагрузки, действующие на подшипник, 

и деформацию в пятне контакта между телом 

качения и кольцами подшипника. При описании 

модели подшипника принимается, что отсутствуют 

любые виды проскальзывания тел и поверхностей 

качения. Демпфирование обычно рассматривается 

в постановке эквивалентного вязкого и  линейного 

трения. В расчетах с помощью этих моделей 

учитывается вес ротора, внутренний зазор в 

подшипнике, рассчитывается количество тел 

качения в зоне нагружения,  распределение 

нагрузки по телам качения [6], [7], [8]. 

Развитием двухстепенной модели  является 

модель, включающая дефекты на беговых 

дорожках и телах качения [9], [10]. Дефекты 

обладают протяженностью в окружном 

направлении  и моделируются путем изменения 

величины зазора при входе тела качения в зону 

дефекта и выхода из него.  

В работе [4] двухстепенная модель 

шарикового подшипника  расширена за счет 

включения в нее возможности рассчитать  

контактную жесткость, входящую в выражение 

силы с учетом кривизны беговых дорожек. Эти 

зависимости известны и приводятся в 

многочисленных справочниках по подшипникам 

[11], [12]. Добавлена также возможность расчета 

основных кинематических частот шариковых и 

роликовых подшипников по известной геометрии и 

частоте вращения ротора.  Модель включена в 

программную систему Dynamics R4 для анализа 
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динамики роторных систем в нестационарной и 

нелинейной постановке  с учетом веса [13].  Анализ 

ротора в этой системе на двух нелинейных 

подшипниках качения показал существенное 

влияние режимов работы на динамику ротора. 

Появилась возможность исследовать влияние 

величины зазора, частоты вращения на частотные 

спектры и амплитудно-частотные характеристики  

для любой роторной системы на подшипниках 

качения. 

С учетом вышесказанного дальнейшие шаги  

в развитии модели подшипника касались учета 

инерции тел качения в подшипнике [14], [15]. 

Незначительное усложнение модели уточняет как 

частотные, так  и амплитудные характеристики 

роторной системы. 

Радиально-упорные подшипники  нагружены 

не только радиальными силами, но и осевыми, 

появляющимися в процессе работы машины. 

Наличие такой силы изменяет положение колец 

друг относительно друга, появляются 

параллельные и осевые перекосы роторов в зазоре 

подшипника. Следовательно,  меняются и 

жесткостные характеристики подшипника. 

Для учета такого многофакторного 

нагружения требуются более точные модели, к 

каковым относятся пятистепенные модели, 

описанные еще Харрисом [16], но получившие свое 

развитие только в последнее время. Наиболее 

существенными достижениями  в этом направлении 

являются  работы [17], [18], [19].  

Как уже отмечалось, создание и 

использование для анализа  моделей, учитывающих 

все многообразие действующих на подшипник  

факторов, позволит значительно улучшить 

результаты количественного и качественного 

анализа роторных систем. С учетом этого 

определена цель работы - разработка нелинейных 

математических моделей подшипников качения 

двух типов (шарикового и роликового) и их 

практическое применение в задачах роторной 

динамики турбомашин. 

Математическая модель, дающая близкое к 

реальности описание опоры с подшипником 

качения, шариковым или роликовым,  может быть 

включена в модель многовальной многоопорной 

роторной системы для последующего анализа. 

Ниже приводятся математические модели и 

алгоритмы различного уровня сложности для 

использования в анализе роторных систем, 

описанные в работах  российских и зарубежных 

исследователей, часть из которых приведена выше. 

Модели  всех  уровней  сложности  

реализованы  в  виде  силовых  функций,  где  

нагрузки, возникающие в подшипнике,  являются  

функциями параметров движения  внутренней  

обоймы. 

 Обобщенное уравнение движения для 

роторной системы, включающей подшипники 

качения, может быть записано в матричной форме в 

следующем виде: 

    � ∙ �� + � ∙ �� + � ∙ � = 
� + 
� +  .          (1) 

В этом уравнении: �, �,� ��  – соответственно 

столбцы виброперемещений, виброскоростей и 

виброускорений, M – матрица инерции; K – 

матрица жесткости;  С – матрица демпфирования и 

гироскопических сил; FU  столбец 

неуравновешенных сил; FB  столбец сил, 

возникающих в подшипниках, зависящих от 

перемещений роторной системы; W - сила веса. 

В общем случае уравнение (1) является 

нелинейным. Нагрузки, возникающие в 

подшипниках различных типов, являются 

функциями перемещений и скоростей, поэтому 

точное решение такого уравнения возможно только 

в нестационарной постановке. 

 

Модель подшипника с 5 степенями свободы без 
учета инерции тел качения 

Модель  с  5  степенями  была разработана 

Джонсом еще в 1960 году [20]. Изначально ее 

планировалось использовать при  расчете  в  

условиях  статического  нагружения  для  

определения  жесткости  подшипника.   Поэтому в 

ней были учтены  только эффекты  осевых  

перемещений  и  наклона  внутренней  обоймы.  

В данной работе представлен алгоритм из 

статьи [21]. Рассмотрим координатные системы 

подшипника, принятые в модели. Перемещение 

любой точки на оси ротора в самом общем случае 

может быть описано с помощью 3 линейных 

перемещений и 2 угловых. Соответственно модель 

подшипника должна представлять собой алгоритм, 

связывающий линейные и угловые перемещения 

ротора с реакциями подшипника. Используются  

правосторонние координатные  системы,  рис. 1.   

 
Рис. 1 К описанию систем координат подшипника 

 

Первая, не вращающаяся,  система  

координат  связана с внутренней  обоймой, 

закрепленной на роторе, и  соответствует  степеням  

свободы  ротора {x,  y,  z,  θx,  θy}
T
. Ее начало 

находится на оси вращения ротора.  Ось z 

совпадает с направлением оси вращения ротора. 

Ось y совпадает с направлением статической 

нагрузки (гравитацией земли). Ось x 

перпендикулярна оси y. Компоненты θx и θy 

являются поперечными вращениями в плоскости z-

y и z-x. Запись θx  означает поворот вокруг оси x. 

Запись θy  означает поворот вокруг оси y.  

Вторая  система  координат  {r, Z, θ}T  

определяет  положение  центра  кривизны беговой 

дорожки внутренней обоймы для  каждого  шарика  
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и  имеет  центр  в  номинальном  положении  

центра  кривизны  внутренней  обоймы. 

 Центр  кривизны  наружной  обоймы  

является неподвижным и используется в качестве 

опорной точки.  Для  шариковых  подшипников  

угол  наклона  внутренней  обоймы  (θ  в  местной  

системе  координат)  не  имеет  значения,  

поскольку  сфера  не  может  передавать  

соответствующий  момент  без  трения.  Наличие  

положительного  номинального  угла  контакта  α0  

подразумевает,  что  радиально-упорный 

подшипник нагружен  в  положительном  

направлении оси  z. 

Для  j-го  шарика  смещение  центра  

кривизны  дорожки внутренней  обоймы  u связано  

со  смещением  внутренней  обоймы  d  (известная 

входная величина)  согласно  следующему: � = ��� , ��, ���� = �� = ���, �, �, ��, ����  , (2)                   

где R –матрица перехода от локальной к 

глобальной системе координат, 

 � =
 cos $% sin $% 0 −�* sin $% 	 �* cos $%0 0 1 -* sin $% −-* cos $%0 0 0 − sin$% cos $%

.
/×1

 ,(3)                  

φ
j  –  угловое положение j-го тела качения, 

rp – радиус центров тел качения, zp – осевое 

расстояние от центра подшипника до номинального 

центра кривизны дорожки внутренней обоймы. 

При  расчете  в  локальной  системе  

координат  необходимо  определить  нагрузку  от  

смещения.  Полагается,  что  все  поверхности  

имеют  один  и тот же  радиус  кривизны.  На  рис. 

2  показана  геометрия  центров  кривизны  

дорожек внутренней  обоймы,  наружной  обоймы  

и  шарика  до  и  после  смещения  внутренней  

обоймы. 

 
 

Рис. 2 Геометрия  контакта  (без  учета  инерции  

шарика) 

 

Номинальные  параметры,  обозначенные  

индексом  0,  могут  быть  рассчитаны  следующим  

образом: 

                234 = -4 − 567 − 84   ,                          (4)                 

                    239 = -9 − 567 − 89 ,                   (5)                                                

где  loi и l0e – номинальное расстояние между 

центром тела качения и центром кривизны 

внутренней и наружной обойм соответственно;  ri и 

re – радиусы кривизны дорожек внутренней и 

наружной обойм; Db – диаметр шарика; ci и ce – 

зазоры в подшипнике по внутренней и наружной 

обоймам. 

Действительный  угол  контакта,  

обусловленный  известным  смещением  

внутренней  обоймы  u,  может  быть  рассчитан   

  tan < = =>?@A>?BC DEFG?AHI=>?@A>?BC JKDGAHL   ,             (6)                               

где � = ��� , �� , ����– положение центра 

кривизны дорожек внутренней обоймы; α – 

действительный угол контакта; α0 – номинальный 

угол контакта. 

Действительное  расстояние  между  центром 

тела качения и центрами  кривизны  дорожек 

внутренней  и  наружной  обойм: 

 24 + 29 =MN=234 + 239C cos <3 + ��O7 + N=234 + 239C sin <3 + ��O7  

 (7)                                     

Общую контактную деформацию δ можно 

определить как P = 24 + 29 − 234 − 239 − 84 − 89 ,          (8)                            

где  ci и ce – зазоры в подшипнике по 

внутренней и наружной обоймам. 

Если контактная деформация 

положительная,  то  контактная  нагрузка  

рассчитывается  обычным образом.  В противном  

случае  контакт  отсутствует,  и  нагрузка  не  

передается. 

    Q = R�*		PS,1=для	P > 0C0												=для	P ≤ 0CY    .              (9)                          

Мы получаем матрицу контактной нагрузки 

в локальной системе координат. Матрица  

представляет собой вектор-столбец: 

      Q = ZYQ�Q�Q�
[ = ZY−Q cos <−Q sin<0 [YY     .         (10)                        

Вектор  нагрузки  в  местной  системе  

координат  Q  может  быть  приведен  обратно  к  

общей  системе  координат  следующим  образом: 
 = �
�, 
�,
� , �� , ���� = ��Q = ���Q� , Q� , Q��� .             

(11) 

С  помощью  равенств  (2) - (11)  

производится расчет  для  j-го  шарика.  Для  

получения функции силы в зависимости от 

смещения внутренней обоймы F(d)  необходимо  

просуммировать  нагрузки  от  всех  шариков. 

 

Модель  с  5  степенями  свободы  с  учетом  

инерции тел качения 

Здесь применяются  те  же  основные  

положения,  что  и  для  модели  с  5  степенями  

свободы  без  учета  инерции.  При  учете  инерции  

шарика  контакты  по  внутренней  и  наружной  

обоймам  могут  происходить  под  разными  
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углами  контакта,  и  уравнения  равновесия  

шарика  становятся  следующими: 

    \=]C = R\�=]� , ]�C\�=]� , ]�C^ =
ZQ4 cos <4 − Q9 cos <9 + _LB`ab5c7Q4 sin <4 − Q9 sin <9 [ = d00e ,              (12)                

где Qi  и  Qe – контактные нагрузки по 

внутренней и наружной обоймам соответственно в 

локальной системе координат  

     Q4	 = �*4P4		f=для	P4	 > 0C ,          (13)                                               

               Q9	 = �*9P9		f =для	P9	 > 0C   .        (14)                                             

Геометрия  контакта  с  учетом  инерции  

шарика показана на рис. 4. Откуда можно получить 

   24 = >?@ JKDG?AHLghLJKDG@ = >?@ DEFG?AHIghIDEF G@  ,    (15)                                         

29 = >B JKDG?AhLJKDGB = >B DEF G?AhIDEFGB   ,        (16)                                                  

    P4 = 24 − 234 − 84    ,             (17)                                                        

                      P9 = 29 − 239 − 89 ,             (18)                                                           

где  li и le – действительное расстояние между 

центром тела качения и центром кривизны 

внутренней и наружной обойм соответственно;  loi и 

l0e – номинальное расстояние между центром тела 

качения и центром кривизны внутренней и 

наружной обойм;   ri и re – радиусы кривизны 

дорожек внутренней и наружной обойм 

соответственно; Db – диаметр шарика; ci и ce – 

зазоры в подшипнике по внутренней и наружной 

обоймам; � = ��� , �� , ���� – положение центра 

кривизны дорожек внутренней обоймы; ] = �]� , ]�� 
– положение шарика; δi  и δe – контактная 

деформация по внутренней и наружной обоймам 

соответственно; αi и αe – действительный угол 

контакта по внутренней и наружной обоймам 

соответственно; α0 – номинальный угол контакта. 

 
Рис. 3 Геометрия  контакта  с  учетом  инерции  

шарика 

 

Для  данного  положения  внутреннего  

кольца  u  существует  проблема  нелинейности,  в 

связи  с  чем  положение  шарика  неизвестно.  

Решение  находится  с  помощью  метода  Ньютона-

Рафсона при  условии существования  контакта  с  

обеими  обоймами. В общем случае этот метод 

представляет собой модифицированный метод 

касательных. Если мы хотим избежать вычисления 

производной на каждом шаге, то можно взять 

f'(x
0
)  вместо f'(x) , где  x

0
–  начальное приближение. 

                                      	�iAS = �i − j=�kCjl=�?C.           (19)                         

В отличие от обычного метода касательных, 

в модифицированном методе предоставляется 

меньше требований к выбору начального 

приближения, а так же гарантировано отсутствие 

деления на ноль, если \m=�3C ≠ 0. 

 
Рис.4  Геометрическая интерпретация метода 

Ньютона-Рафсона 

 

Метод Ньютона-Рафсона называют также 

методом касательных, т.к. новое 

приближение x
k+1

 является абсциссой точки 

пересечения касательной, проведенной в точке  (x
k
, 

f(x
k
))  к графику функции f(x), с осью ОХ (рис. 4). 

Применим метод Ньютона-Рафсона к данной 

модели. Методом последовательных итераций 

определим положение шарика v.  

     d]�]�e4AS = d]�]�e4 − o4gS R\�\�^4  ,         (20)                                    

где  J -  матрица Якобиана,  рассчитываемая  

следующим  образом: 

     o =  pjLphL pjLphIpjIphL pjIphI
.    .                (21)                            

Элементы  матрицы, представляющие собой 

частные производные элементарных сил по 

координатам, определяются  следующим  образом: pjLphL = − pq@pr@ 8st7<4 − q@>@ tuv7<4 − pqBprB 8st7<9 −qB>B tuv7<9   ,                    (22)                              

     	pjLphI = pjIphL = − pq@pr@ sin <4 cos <4 +														q@>@ sin <4 cos <4 − pqBprB sin <9 cos <9 +
																qB>B sin <9 cos <9 																																											,			=23C																											

Производная	pjIphI определяется аналогичным 

образом, что и производная 
pjLphL		 заменой синусов 

на косинусы и обратно. В модели  необходимо  

учитывать  условия  существования  или  не 

существования  контакта.  Предполагаем 

отсутствие контакта по внутренней обойме. Тогда 

динамическое  равновесие  равенства  (12)  

упрощается      (Qi =0) и превращается  в  

следующее: 
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    Z−Q9 cos <9 + _LB`ab5c7−Q9 sin <9 [ = d00e ,        (24)                                    

где  mre – масса тела качения, ωс –  скорость 

вращения обоймы,  Dp – диаметр центров тел 

качения. Компонент  
_LB`ab5c7  описывает инерцию 

тела качения. 

Из  этого,  очевидно,  следует,  что  

существует  единственное  решение: 

          <9 = 0                            (25)                                                                     

и  

     Q9 = _LB`ab5c7    .                    (26)                                                           

Другими  словами,  внешняя  обойма  

обеспечивает  силу  реакции  от  действия  

инерционной  силы  шарика.  В  результате  угол  

контакта  по  наружной  обойме  становится  

равным  нулю. 

Чтобы  определить,  происходит  ли  контакт,  

может  быть  принято вышеизложенное допущение  

и  при нем рассчитана  контактная деформация по  

внутренней  обойме.  Из  равенств  (14)  и  (26)  при  

n=3/2 получаем контактную деформацию по 

наружной обойме: 

       P9 = y_LB`ab5c7zcB {7//
    .            (27)                                        

Подстановка  в  равенство  (18)  дает: 

 29 = P9 + 239 + 89 = y_LB`ab5c7zcB {7// + 239 + 89  .    (28)               

Подставляя  (25)  в  равенство  (16),  

получаем  следующие значения координат шарика 

       ]� = −239 sin <3                    (29)                                                         

и 

   ]� = 29 − 239 cos <3  .              (30)                                                    

Используя  рассчитанное  положение  

шарика v  и  данное  u  (положение  внутренней  

обоймы),  появляется возможность  рассчитать  

деформацию  внутренней  обоймы  из  равенств  

(15)  и  (17).  Если  δi  отрицательное,  то  контакт  с  

внутренней  обоймой  не происходит,  и  

результирующая  нагрузка  от  контакта  по  

наружной  обойме  определяется  равенством  (26).  

С  другой  стороны,  если  δi  положительное,  то  

происходит  контакт,  и  для  определения  

положения  шарика  должно  быть  приведено  

решение  Ньютона-Рафсона согласно  равенству  

(20)  . Контактные  нагрузки  могут  быть  

рассчитаны  с  помощью  равенств  (13) – (18). 

Контактные  нагрузки  Qi  и  Qe  могут  быть  

использованы  подобным  образом  в  равенстве  

(10)  с  целью  получения  матрицы нагрузки Q в 

локальной системе координат.  Как  и  при  

создании  модели  с  5  степенями  свободы  без  

учета  инерции  контактные  нагрузки  приводятся  

обратно  в  глобальную систему  координат  с 

помощью матрицы пересчета (3) и  суммируются  

для  всех  шариков(11). 

 

Модель роторной системы 

На базе описанной выше математической 

модели были разработаны алгоритм и 

программный модуль, позволяющий по известным 

значениям перемещений и скоростей динамической 

системы ротора получать не только силовые и 

моментные реакции  подшипника, как элемента 

системы, но и его внутренние параметры – 

распределение нагрузок по телам качения по всем 

степеням свободы, углы контакта по каждому телу 

качения, перекосы колец и другие.   Программный 

модуль был разработан в соответствии с 

идеологией и архитектурой программной системы 

Dynamics R4 для анализа роторной динамики 

вращающихся машин и включен в эту систему.  

На рис. 5 показана исследуемая модель 

ротора. Ротор представляет собой систему из двух 

масс, моделирующих точечный ротор и точечный 

корпус. Корпус закреплен с основанием упругими  

связями, а точечные массы связаны между собой 

связью, моделирующей радиально-упорный 

подшипник. Ротор находится под действием 

дисбаланса и осевой силы.  

 
Рис.5 Модель роторной системы 

 

Исходные данные модели приведены в 

таблице 1. 

Таблица 1 

 

 

 

 

Параметр Значение 

Масса корпуса, кг 10 

Жесткость подвески, Н/м 2×108 

Демпфирование в подвеске, Нсек/м 1000 

Масса ротора, кг 3 

Частота вращения ротора, Гц 3 

Дисбаланс ротора, гсм 30, 300 

Средний диаметр подшипника, мм 52 

Диаметр тел качения, мм 11,9062 

Число тел качения, 11 

Радиус канавок, мм 6.166 

Номинальный угол контакта, град 30 

Демпфирование в подшипнике, 

Нсек/м 

2940 

Осевая сила, Н 100…1000 
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Результаты статического анализа роторной 

системы 

Статический анализ ротора с подшипником в 

составе сложной роторной системы является 

важной задачей, позволяющей определить 

жесткостные характеристики подшипника. В 

таблице 2 показана матрица тангентной жесткости, 

полученная для осевой силы 100 Н. 

 

 

 

                                                                    

Таблица 2 

 

Можно отметить, что практический интерес 

могут вызывать только пять основных 

коэффициентов: kt00, kt11, kt22, kt33, kt44, kt04, 

kt13, имеющие наибольшие значения. По 

сравнению с этими коэффициентами всеми 

остальными в любом последующем анализе 

роторной системы – статическом или 

динамическом – можно пренебречь. 

Значение основных коэффициентов матрицы 

тангентной жесткости в зависимости от величины 

осевой силы, действующей на ротор, показаны в 

таблице 3.  

                                                                                  

Таблица 3 

           

 

Соответствующие таблице 3 кривые 

представлены на рис.6.  

 
 

Рис.6 Коэффициенты 

тангентной матрицы жесткости в 

зависимости от осевой силы на роторе 

 

Можно отметить 

существенное влияние осевой 

силы, действующей на роторе, на 

жесткостные свойства 

подшипника. Увеличение осевой 

силы со 100 Н до 1000 Н вызывает увеличение 

жесткости по различным коэффициентам в полтора 

– два раза. 

Следует отметить, что для инженеров, 

решающих задачи общей динамики, проблема 

определения жесткости опорного узла с 

подшипником качения всегда была достаточно 

острой. В немногочисленных источниках 

приводятся некоторые коэффициенты, однако, их 

значения приближенные. Так в справочнике [1] 

приводится таблица, в которой представлены 

коэффициенты податливости для шариковых и 

роликовых подшипников разных размеров. В 

таблице 4 их значения преобразованы в   

коэффициенты жесткости. 

                                                    Таблица 4 

Диаметр 

шейки 

вала, мм 

Подшипник, Н/м 

шариковый роликовый 

30-55 0.125e8 - 0.139e8 0.189e8 - 0.23e8 

60-100 0.189e8 - 0.2e8 0.434e8 - 0.4e8 

 

При этом в таблице дается значение только 

одного коэффициента – kt00. В соответствии с 

этими данными для исследуемого подшипника эта 

величина составляет 0.189e9 - 0.2e09 Н/м.  

В нашем случае полученные значения kt00 

меняются от 0.169e9 до 0.269e9 Н/м. Достаточно 

близкие значения, к сожалению, получены только 

для этого типоразмера подшипника. Для других 

типоразмеров возможные расхождения могут 

достигать нескольких сотен процентов. 

Следует отметить, что в настоящее время 

статическая задача по определению жесткостных 

свойств подшипника может быть решена в 

нелинейной контактной постановке методом 

конечных элементов. Например, с помощью 

имеющей широкое распространение системы 

 Fx[N] Fy[N] Fz[N] Mx[N/m] My[N/m] Mz[N/m] 

ux[m] 1.37E+08 -1.19E+02 -1.65E+02 1 8.64E+05 -2.17E+02 

uy[m] -1.19E+02 1.40E+08 2.58E+06 -8.81E+05 -1 0 

uz[m] -1.65E+02 2.58E+06 1.73E+07 -4.38E+04 -2 0 

urx[rad] 1 -8.81E+05 -4.38E+04 6.00E+03 0 0 

ury[rad] 8.64E+05 -1 -2 0 5.83E+03 -1 

urz[rad] -2.17E+02 0 0 0 -1 0 

N 200 400 600 800 1000 

Kt00 1.69E+08 2.08E+08 2.34E+08 2.53E+08 2.69E+08 

Kt11 1.70E+08 2.09E+08 2.34E+08 2.53E+08 2.69E+08 

Kt22 2.39E+07 3.40E+07 4.26E+07 5.00E+07 5.69E+07 

Kt33 8.22E+03 1.17E+04 1.46E+04 1.71E+04 1.95E+04 

Kt44 8.17E+03 1.17E+04 1.45E+04 1.71E+04 1.95E+04 

Kt04 1.12E+06 1.47E+06 1.72E+06 1.93E+06 2.10E+06 

Kt13 1.13E+06 1.47E+06 1.72E+06 1.93E+06 2.10E+06 
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ANSYS. Однако трудозатраты на решение этой 

задачи многократно выше по сравнению с 

приведенной методикой, а в случае решения задач 

роторной динамики требуется предварительное 

определение матриц тангентной жесткости всех 

подшипников роторной системы для различных 

значений осевых сил, действующих на  них.  

Рассмотрим задачу по определению влияния 

радиальной силы на жесткостные характеристики 

подшипника. Следует отметить, что вес ротора 

может достигать нескольких десятков килограмм 

даже для такой размерности подшипника качения.  

На рис.7 показаны полученные результаты для 

нескольких значений статической силы, 

приложенной к подшипнику в направлении силы 

веса при постоянной величине осевой силы 100 H. 

 
Рис.7 Коэффициенты тангентной матрицы 

жесткости в зависимости от радиальной силы на роторе 

 

Из рисунка видно, что увеличение 

радиальной силы ведет к изменению 

коэффициентов тангентной матрицы жесткости.  

При увеличении осевой силы влияние радиальной 

силы на коэффициенты жесткости быстро 

снижается. 

Влияние дисбалансной силы на жесткость 

подшипника аналогично влиянию силы веса. 

Очевидно, что для тяжелых роторов, хорошо 

отбалансированных, и в которых неуравно-

вешенная сила на максимальных режимах не 

превышает 10…20% от силы веса, этим влиянием 

при решении инженерных задач можно пренебречь. 

Тангентные матрицы жесткости можно с 

большой эффективностью использовать в 

линейном анализе роторной системы для 

выделенного режима с постоянной частотой 

вращения, когда значения осевой и 

неуравновешенной сил не меняются. Подобная 

линеаризация нелинейных систем в случае 

сложных динамических систем может сократить 

время их анализа при сохранении приемлемой для 

практических нужд точности расчетов. 

 

Результаты динамического анализа роторной 

системы 

Динамический анализ роторной системы 

проводился  для значения осевой силы 100 Н и 

дисбаланса 30 гсм в диапазоне до 50000 об/мин. 

Для решения задачи используется прямое 

интегрирование уравнения (1) с применением 

адаптивного алгоритма интегрирования. Шаг 

интегрирования автоматически варьируется в 

процессе расчёта в соответствии заданной 

точностью и текущих градиентов моделируемого 

процесса. Полученная амплитудно-частотная 

характеристика одинакова как для направления Y, 

так и направления X, и представлена на рис. 8. 

 
Рис.8  Амплитудно-частотная характеристика 

ротора с нелинейным подшипником 

Следующие рисунки показывают, как 

менялась жесткость подшипника в зависимости от 

частоты вращения, рис. 9…15. 

 
Рис.9  Изменение коэффициента kt00 тангентной 

матрицы жесткости 

 

 
Рис.10  Изменение коэффициента kt11 тангентной 

матрицы жесткости 

 

 
Рис.11  Изменение коэффициента kt22 

тангентной матрицы жесткости 
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Рис.12 Изменение коэффициента kt33 тангентной 

матрицы жесткости 

 

 
Рис.13  Изменение коэффициента kt44 тангентной 

матрицы жесткости 

 
Рис.14 Изменение коэффициента kt04 тангентной 

матрицы жесткости 

 
Рис.15 Изменение коэффициента kt13 тангентной 

матрицы жесткости 

Из этих  рисунков видно, что коэффициенты 

матрицы жесткости могут существенно меняться 

как за один цикл нагружения, так  и во всем  

расчетном диапазоне. При этом наибольшие 

изменения соответствуют резонансному режиму, 

при этом коэффициенты жесткости могут 

измениться в три и более раз. 

  

Выводы 

Разработаны математические модели, 

алгоритмы и программный модуль для анализа 

роторов, установленных на нелинейных радиально-

упорных  подшипниках качения. Программный 

модуль включен в программный комплекс 

DYNAMICS R4, предназначенный для анализа 

вибрационных характеристик сложных роторных 

систем. Показано, что жесткостные свойства 

подшипника существенным образом зависят от 

действующих на него статических осевых и 

радиальных нагрузок, а также неуравновешенных 

сил. Анализ роторов с подшипниками качения в 

нелинейной постановке может существенно 

уточнить получаемые результаты. 
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